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RESUMEN

El modelo “seminal”, para la empresa competitiva bajo incertidumbre en el
precio, presentado por Sandmo (1971) es ampliado por Holthausen (1979) considerando
un mercado de futuros para el bien producido por la empresa. En el presente articulo
examinamos dos aspectos no estudiados por este autor: el efecto de una variacién en los
costes fijos y la consideracion de un impuesto sobre los beneficios. Asimismo,
demostramos todos los resultados, incluidos los obtenidos originalmente por
Holthausen, con una metodologia nueva para este modelo, la cual es una generalizacion y
ampliacion de Lippman y McCall (1982).
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ABSTRACT

The seminal model for the competitive firm under price uncertainty presented by
Sandmo (1971) is enhanced by Holthausen (1979) by considering a forward market for
the output produced by the firm. Our paper examines two aspects not studied in
Holthausen’s paper: the effect of a variation in fixed costs and the consideration of a
profit tax. In addition, we proof our results, including those originally obtained by
Holthausen, with methods which are new for this model; these methods generalize and
enhance those of Lippman y McCall (1982).
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1.- Introduccion

En este trabajo, estudiamos el comportamiento éptimo de una empresa competitiva
que debe afrontar incertidumbre en el precio al cual podra vender su producto. Las
decisiones de produccion deben ser tomadas por la empresa antes de conocer el
precio de venta, pero es posible reducir la incertidumbre gracias a un mercado de
futuros que existe para el bien que se produce.

SANDMO (1971) presenta un estudio sistematico de la teorfa de la empresa com-
petitiva bajo incertidumbre en el precio y aversién al riesgo. En este modelo, la
empresa soélo tiene una variable de decision: el nivel de produccion. Mas adelante,
HOLTHAUSEN (1979) lo amplia introduciendo la posibilidad de cobertura en forma
de un mercado de futuros para el producto que la empresa fabrica, de manera que
ésta tiene ahora una segunda variable de decision: el volumen de operaciones en el
mercado de futuros. El comportamiento de la empresa es radicalmente diferente si
la consideramos bajo certidumbre, bajo incertidumbre pero sin cobertura, o bajo
incertidumbre con la posibilidad de operar en un mercado de futuros.!

Dos aspectos que se han estudiado con detalle para la empresa en el contexto
del modelo de SANDMO son la influencia de los costes fijos y la consideracién de
un impuesto sobre los beneficios. SANDMO mismo y LiPPMAN y McCALL (1982),
por ejemplo, llevan a cabo este estudio: muestran cémo, a diferencia del caso con
certidumbre, una variacion en los costes fijos, o en el tipo de un impuesto sobre
los beneficios, tiene cierto efecto sobre el nivel de produccién 6ptimo. En este
trabajo, tratamos de dar una respuesta a estos efectos también para la empresa en el
contexto del modelo de HOLTHAUSEN.? Ademds, nuestros métodos para demostrar
los principales resultados suponen una generalizacion y ampliacion de los empleados
por LIPPMAN y McCALL (1982) para el modelo de SANDMO. Con estos métodos,
adaptados al nuevo contexto con mercado de futuros, damos también una prueba
alternativa de algunos resultados obtenidos por HOLTHAUSEN.3

En la seccién 2 presentamos el modelo y sus propiedades basicas. La seccion 3

!Entre la amplia y variada literatura sobre la teorfa de la empresa bajo incertidumbre,
SANDMO (1971) es sin duda una de las referencias bésicas, y la consideracién de instrumentos
de cobertura del riesgo —como los mercados a plazo— ha sido una de las principales direccio-
nes de desarrollo de esta teoria. En esta linea de investigacion, son a su vez bésicos los trabajos
de HOLTHAUSEN (1979) y FEDER, JUST y SCHMITZ (1980); entre las contribuciones posteriores,
podemos citar, a modo de ejemplo, TAUB (1981) (que considera cooperativas en vez de empresas
maximizadoras del beneficio total), WONG (2003) (que incluye decisiones de inversién junto con
las de produccién), WONG (2004) (que introduce restricciones adicionales de liquidez), o ALGHA-
LITH (2006) (que considera incertidumbre en la produccién). Otra de las direcciones de desarrollo
de la teoria es la consideracién de varias fuentes simultdneas de incertidumbre (en el precio de
venta y en el precio del factor de produccién, por ejemplo); de ello es ilustrativo DALAL y ALGHA-
LITH (2009), junto con muchas de sus referencias. Por otra parte, desde hace unos afios los estudios
empiricos estdn cobrando especial interés; por ejemplo, KUMBHAKAR (2002).

2Este autor no estudia estos aspectos del modelo en su articulo, a pesar de ser una generalizacién
directa del de SANDMO. Tampoco FEDER, JUST y SCHMITZ (1980), cuyo modelo es muy similar
al de HOLTHAUSEN.

3El enfoque de LIPPMAN y McCALL (1982) puede considerarse esencialmente analitico, mientras
que el de SANDMO (como el de HOLTHAUSEN) es més bien probabilistico.
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estd dedicada a estudiar la influencia de una variacién de los costes fijos. La seccion
4 trata el efecto de un impuesto sobre los beneficios y las consecuencias de una
variaciéon en su tipo. La seccion 5 muestra un caso particular: empresa con aversion
absoluta al riesgo constante y variable aleatoria precio con distribucién normal.*
Finalmente, cerramos con un breve resumen, y en el apéndice recogemos un lema
auxiliar.

En este trabajo, las medidas de ARROW—PRATT de aversién al riesgo, absoluta
y relativa, para una empresa con funcién de utilidad de BERNOULLI u (cf. MAs—
COLELL, WHINSTON y GREEN (1995, capitulo 6)) seran, respectivamente, las si-
guientes funciones reales de variable real:

s 1yu(s) = — s+ Ry(s) = —s

w(s) 7

supuesto que u es dos veces derivable y que u/(s) # 0 para cada s € R. perteneciente
al conjunto de definicién de f.

2.- El modelo. Resultados basicos

Consideramos una empresa competitiva con aversiéon al riesgo que se enfrenta a
incertidumbre en el precio al cual podra vender su producto. Para la empresa, el
precio P > 0 es una variable aleatoria no degenerada, con distribuciéon conocida y
media p > 0. La empresa debe tomar sus decisiones (en particular, la de produccién)
antes de la fecha de venta, momento en que la incertidumbre se resolvera (el precio
al contado se hara conocido).

El coste total asociado a un nivel de produccién = > 0 es C(x), que se compone
de un coste variable ¢(z) y un coste fijo B.> La funcién C se supone de clase C*
sobre R y tal que C" > 0y C” > 0.5 La actitud de la empresa frente al riesgo esté
modelada por una funcién de utilidad de BERNOULLI u, de clase C? sobre R y tal
que v’ > 0y u” < 0. En particular, la utilidad es estrictamente creciente, la utilidad
marginal es estrictamente decreciente, y la empresa presenta aversion al riesgo.

Suponemos asimismo que existe un mercado de futuros para el bien que produce
la empresa. El precio en este mercado se denota por b, y es perfectamente conocido
(no incierto). En el momento de decidir sobre la produccién, la empresa puede tanto
comprar como vender en este mercado de futuros cualquier cantidad de producto
para entrega en fecha futura. Més en concreto, por vender en el mercado de futuros
un volumen igual a h (o, simplemente, vender h futuros) entenderemos recibir un
efectivo de bh, en el momento de la toma de la decision, a cambio de comprometerse
a entregar h unidades de producto en la fecha en la cual la venta de éste se lleva a

4Este caso particular también es estudiado por HOLTHAUSEN en su articulo, pero no hace
ninguna referencia a efectos relacionados con costes fijos o con algiin impuesto.

5Supondremos que el bien producido por la empresa es infinitamente divisible.

6Para una funcién f real de variable real, la desigualdad f > 0 significa que f(s) > 0 para
todo s perteneciente al conjunto de definicién de f.
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cabo; por comprar entenderemos la operacién contraria.” La empresa, puede, por
tanto, utilizar el mercado de futuros para cubrirse, parcial o totalmente, frente a
una caida de los precios (vendiendo a plazo parte de su produccién o su totalidad);
o puede especular comprando a plazo (para vender después al contado tanto su
produccién como este exceso); o puede, incluso, especular vendiendo a plazo més de
lo que produce (obligdndose a adquirir mds tarde, al contado, la diferencia).

El beneficio m que obtiene la empresa a partir de un nivel de produccién x y un
volumen h de operaciones en el mercado de futuros esta dado por:

n(z,h) = Px 4+ bh — Ph — C(x) = P(x — h) + bh — C(x),

donde Pz es el montante recibido por la venta de lo producido, bh es el efectivo
de la operacion a plazo, Ph es lo que cuesta la cantidad de producto con la que
se ha operado a plazo, y C(z) es el coste total de produccién. La empresa busca
maximizar la utilidad esperada U de este beneficio, es decir:

Uz, h) = E[u(r(x,h))] = E[u(P(z — h) + bh — C(x))],

donde la variable x debe ser positiva o nula y la variable h no estd sometida a
restricciéon. Las condiciones de primer orden para este problema de maximizacion
son:

Ui(z,h) = E[W (7(z,h)) - (P —C'(z))] =0,
U}/L<x7h> = E[Ul(ﬂ'($, h‘)) ) (b - P)} =0,

donde U! y U] denotan las derivadas parciales de U con respecto a x y a h, respec-
tivamente. Asimismo, las derivadas parciales segundas de la funcién U son:

(2, h) = E [u”(ﬂ(l’, h) - (P —C'(x))” — o (n(z, b)) - C”(az)] ,
s, h) = E[u”(w(:n, h)) . (P — C”(x)) (b — P)] ,
Uts(.h) = B[ (x(z,1)) - (b= P)°] .

y se tiene que U < 0y que U - Ul — ( ;’h)Q > 0, con lo que la funcién U es
estrictamente céncava sobre R} x R. A partir de ahora, supondremos que existe
una solucién interior (x*, h*) que satisface las condiciones de primer orden anteriores,
con lo que este punto (z*, h*) es el maximo global inico de U sobre R, xR. Y como

es interior, en particular: * > 0, esto es, la empresa decide en efecto producir.

El primer resultado que obtiene HOLTHAUSEN es la caracterizacién del nivel de
produccién éptimo como aquél cuyo coste marginal es igual al precio en el mercado
de futuros. En efecto: sumando ambas condiciones necesarias, se obtiene:

E (n(z*,h*))] (b= C'(z*)) =0,

"Desde el punto de vista de la empresa, la operacién en el mercado de futuros se interpreta como
una venta si h es positivo, y como una compra si h es negativo. Por otra parte, consideraremos a
la variable h —como a la x— continua.
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de donde: b = C'(z*), pues v/ > 0. Este resultado establece que la empresa se
comporta, en lo que a sus decisiones de produccién se refiere, como si operara en un
entorno de certidumbre con precio el del mercado de futuros. Como consecuencia, la
decision de produccién no se vera afectada por posibles variaciones en algtin elemento
del modelo distinto del precio de futuro o del coste marginal.

Sobre la decision de cobertura, HOLTHAUSEN muestra la influencia en tal decisién
de la relacion entre el precio del futuro: b, y el precio esperado del producto: E[P] =
(. Enunciamos el resultado a continuacién, y lo probamos con un método distinto
al de este autor:

Proposicion 1. Si b = u, entonces h* = x*; si b < u, entonces h* < x*; y si b > p,
entonces h* > x*.

Demostracién. Consideremos la variable aleatoria X = b— P y las funciones ¢ = 1
(constantemente igual a 1) y ¢ — ¢(t) = ' (t(h* — 2*) + bz* — C(z*)). Con esta
eleccion, se tiene:

E[X ¢(X)y(X)] = E[(b—P) -u'(x(2", h"))] = Up(z",h") =0,
¢(0) =/ (ba* — C(z*)) >0 y E[X¢(X)] =0b—p.

Sib— u # 0, aplicando el lema del apéndice obtenemos que b — i es positivo o
negativo segun sea la funcién ¢ estrictamente decreciente o estrictamente creciente,
respectivamente; ahora bien, como ¢/(t) = u” (t(h* — z*) 4+ bz* — C(z*)) - (h* — z*),
y u” < 0, esta funcién ¢ es estrictamente decreciente o estrictamente creciente segun
sea h* —x* positivo o negativo, respectivamente. Por otro lado, si b = u, la aplicaciéon
del lema nos llevaria a contradiccién salvo que la funcién ¢ no fuera ni estrictamente
creciente ni estrictamente decreciente, o equivalentemente (a la vista de la expresién
de ¢'): salvo que h* — z* = 0. Q.E.D.

En palabras: la empresa cubrira toda su produccion si y solo si el precio del futuro
es igual al precio esperado; si el precio del futuro es menor, la empresa cubrira sélo
parte de su produccién (o incluso podréd especular comprando a futuro); y si el
precio del futuro es mayor, la empresa especulara vendiendo a futuro mas de lo que
produce.

HOLTHAUSEN también estudia el efecto de cambios en la aversién al riesgo, los
cuales solo pueden afectar a las decisiones de cobertura. Su resultado es el siguiente,
y de nuevo damos una demostracion distinta:

Proposicion 2. Se consideran dos empresas en las condiciones del modelo, con
funciones de utilidad w y v, y con niveles optimos de cobertura h} y h}, respectiva-
mente. Supuesto que la aversion absoluta al riesgo de la primera es mayor que la de
la segunda, es decir:

ru(s) > r,(s) para todo s € R, (1)

se verifica que h} > h} cuando b < u, y h} < h} cuando b > p.
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Demostracion. Notemos que ambas empresas eligen el mismo nivel de produccién: x*.
Sea V la funcién de utilidad esperada de la segunda empresa; en particular:

Vile,h) = B[V (x(z,h)) - (b= P)] 'y Vi(z",h}) =0.
Consideremos la variable aleatoria X = b — P y las funciones:
Fe €)= (10— 2) + bt — (),

L (1) = ' (t(hy — 2") + ba* = C(a%)) vy o=¢E/0.

Enel caso b < p (y por ende: b < x*, cf. proposicion 1), la funcion ¢ es estrictamente
decreciente. Para verlo, podemos calcular la derivada de ¢; si ( = (r, — ) - (V' /u'),
entonces ¢ > 0 de acuerdo con (1), y se tiene:®

¢'(t) = (hy, — ") C(t(hy — 2*) + ba" — C(a7));

por tanto: ¢’ < 0, y ¢ es en efectivamente estrictamente decreciente. Ahora, de
acuerdo con el lema del apéndice, obtenemos:

Vhl(m*v hZ) < ¢(0) ’ U,ll(ﬂi*, hZ) =0= fo(i’f*a hz>7

y el resultado se concluye del hecho de que la funcién s +— V/(z*, s) es estrictamente
decreciente (su derivada es negativa: V/3(z*,s) = E[v"(n(z*,s)) - (b—P)*] <0
para todo s). La demostracién para el caso b > p es, mutatis mutandis, la m@man.

En palabras, si consideramos dos empresas en las condiciones del modelo, una
con aversion absoluta al riesgo mayor que la otra, entonces se verifica: si el precio del
futuro es menor que el precio esperado, la empresa mas aversa al riesgo operara en
el mercado de futuros con un volumen mayor de producto que la otra; si el precio del
futuro es mayor que el precio esperado, la empresa menos aversa es la que operara
en el mercado de futuros con un volumen mayor.

Una explicacion para este resultado es simple. Es razonable pensar que la
aversion al riesgo cause que la empresa prefiera beneficios menores pero seguros
antes que beneficios esperados mayores. En el caso b < p, un aumento del volumen
de operaciones en el mercado de futuros significa aumentar los beneficios seguros y
renunciar a algin beneficio esperado mayor; en el caso b > p, disminuir el volumen
de operaciones en el mercado de futuros significa reducir una venta especulativa, y
por tanto también renunciar a algiin beneficio esperado.

3.- Influencia de los costes fijos

El nivel de produccién 6ptimo sélo depende del precio en el mercado de futuros
y del coste marginal, y ambas magnitudes son independientes del coste fijo. En

8Si A =t(h! —a*) + bx* — C(z*), podemos escribir:

VA (A) (A A) v ()

¢/(t) = (h: - I’*) u/(A)Q U/(A)
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consecuencia, una variacién en los costes fijos solo puede afectar a las decisiones
sobre las operaciones en el mercado de futuros.

Para estudiar esta influencia, supongamos que el coste fijo de la empresa se
incrementa del valor B a un nuevo valor B;, de manera que el nivel 6ptimo de
cobertura cambia de su valor original A* a un (posiblemente) nuevo valor hj. Nos
gustaria comparar ambos valores del nivel éptimo de cobertura.

El resultado principal sobre este efecto es una consecuencia sencilla del compor-
tamiento de la empresa cuando varia la aversion al riesgo.

Proposicién 3. Si la medida de ARROW—PRATT de la aversion absoluta al riesgo de
la empresa es una funcién estrictamente decreciente, entonces: h* < hj cuando b < p,
y h* > h} cuando b > p.

Demostracion. Denotemos por « la diferencia positiva By — B, y consideremos la
funcién de utilidad v definida por: s +— v(s) = u(s — a)). Un incremento en el coste
fijo del valor B al valor B + « lleva a la empresa a maximizar la funcién:

Elu(P(x — h) + bh — c(z) — By)] = E[v(n(z,h))];
ademds, se tiene que r,(s) > r,(s) para todo s € R, ya que:

_v'(s) _ u'(s — «)
"= )

— =7ru(s —a) >ru(s

e = (s —a) > ).
donde hacemos uso de que la funciéon r, es estrictamente decreciente. La tesis de la
proposicién se infiere finalmente aplicando la proposicién 2. Q.E.D.

En palabras: bajo la hipétesis de que la empresa presenta aversion absoluta
al riesgo estrictamente decreciente, si el precio del futuro es menor que el precio
esperado, un incremento en el coste fijo causa un aumento de la cobertura; si el
precio del futuro es mayor que el precio esperado, un aumento del coste fijo causa
una disminucion de la cobertura.

Este comportamiento puede explicarse de la siguiente manera. Un incremento en
el coste fijo puede verse como una disminucion en los beneficios. Una empresa con
aversion absoluta al riesgo estrictamente decreciente “siente” mas aversion al riesgo
ante beneficios menores. La empresa intentarda entonces incrementar su beneficio
seguro y renunciarda a algun beneficio esperado. En el caso b < pu, lo consigue
incrementando el nivel de cobertura; en el caso b > pu, lo consigue disminuyendo el
nivel de cobertura.

Es de observar que si la aversion absoluta al riesgo de la empresa es estrictamente
creciente, entonces se tienen las desigualdades de la tesis de la proposicién 3 en el
otro sentido.

4.- El efecto de un impuesto sobre los beneficios

En esta seccién ampliamos el modelo al considerar un impuesto sobre los beneficios.”
En concreto, suponemos que hay un impuesto proporcional sobre los beneficios a un

9En SANDMO (1971, p. 70), el autor discute sobre la posibilidad de que la tributacién permita
0 no una compensacién por pérdidas. Si no hay tal compensacién, el beneficio neto después
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tipo 7, 0 < 7 < 1, de forma que el beneficio después de impuestos viene dado por:
T (x,h) = (1 —7)m(z,h) = (1 — 7)(P(x — h) + bh — C()),
y la empresa busca x} y hl que maximicen la utilidad esperada U, definida por:
U (2, h) = Elu(m-(z,h))] .

Un primer resultado importante es que el nivel 6ptimo de produccién escogido
por la empresa no cambia por considerar el impuesto, esto es: x; = z*. Esto puede
probarse formalmente, como antes, sumando las dos condiciones necesarias de primer
orden correspondientes al nuevo problema de optimizacion.

Un segundo resultado destacable versa sobre la caracterizacién de las operaciones
en el mercado de futuros en funcion de la relacién entre el precio del futuro y el precio
esperado: tal caracterizacion sigue siendo valida después de considerar el impuesto.
Es decir: si b = p, entonces hl = x*; si b < p, entonces hl < x*; y si b > p,
entonces h} > x*. La demostracion es similar a la del resultado correspondiente sin
impuestos.'®

A continuacion, estamos interesados en la influencia de una variacion en el tipo
del impuesto. Tal variacion sélo puede influir en las decisiones de cobertura.

Proposicion 4. Supuesto que la medida de ARROW—PRATT de la aversion relativa
al riesgo es una funcion estrictamente decreciente, si el tipo T aumenta, entonces el
nivel h} aumenta cuando b < p, y disminuye cuando b > p.

Demostraciéon. La condicién de primer orden para la maximizaciéon de U, con
respecto a h es:

(17 B[u (x(2.0)) - (b~ P)] =0,

o equivalentemente: E[u’ (7'['.,-(1’, h)) - (b— P)] = 0, y cualquiera que sea 7 € (0,1)
esta condicion se satisface para x = z* y h = hZ. Dado

G(t,h) = E[u/ (7, (z*, b)) - (b— P)],

se tiene entonces: G(7, h¥) = 0; y en esta ecuacién estamos en condiciones de aplicar
el teorema de la funcién implicita, ya que:

Gy(t,h) = (1 — 1) E[u"(7-(2*,h)) - (b— P)*] <0 para todo 7y todo h.

de impuestos (siendo éstos a un tipo 7) viene dado por (1 — 7)7 cuando el beneficio bruto =
es positivo o nulo, y es simplemente igual al beneficio bruto cuando éste es negativo. Pero si
hay compensacién por pérdidas, el beneficio neto viene dado, en todos los casos, por (1 — 7).
SANDMO considera plausibles ambas formalizaciones, aunque se decide por la segunda, pues el
sistema tributario de muchos paises permite compensar pérdidas con otros ingresos, o incluso a
cuenta de beneficios futuros. Nosotros formalizamos aqui el impuesto sobre beneficios como lo hace
SANDMO (considerando la compensacién por pérdidas), que es también como lo hacen LIPPMAN y
McCAaLL (1982).

10Cf. proposicién 2. Es simplemente repetir la demostracién de esta proposicién considerando
como funcién ¢ esta otra: t — ¢(t) = v/ ((1 — 7)[t(h} — z*) + bz* — C(z*)]).
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Podemos, pues, considerar la variable A como una funcién implicita de la variable 7
en un entorno de cada punto (7, h%) (0 < 7 < 1); tal funcién es ademés derivable en
cada 7 € (0,1), con derivada:

G (7, )

G (7 hx)

Esta derivada tiene el mismo signo que su numerador, ya que el denominador es
negativo. Se tiene:

GL(r.h2) = —— B[ (m (2" 1)) - 7o (2, 12) - (b — P)]

1—7

= L B (@ ) - Ru(m (e B)) - (b— P)].

1—17

Si consideramos aqui la variable aleatoria X = b — P y las funciones:

t—(t) = (1= 7)[t(hf — *) + ba* — C(a)]),

T

t=o(t) = Ru((1 = 7)[t(h; — 27) + bz” — C(a")]) ,

entonces ¢ > 0, y ¢ es estrictamente creciente o estrictamente decreciente segin
sea b < u o b > u, respectivamente, tal como podemos deducir del hecho de que R,
es estrictamente decreciente; ademas:

EX¢(X)] = E[u (m(z*,h%)) - (b— P)] = G(,h%) = 0.

Con el lema del apéndice, concluimos que G’ (7, hf) es positivo o negativo segin
sea b < p o b > pu, respectivamente. Y la misma propiedad es verificada por la
derivada en 7 de la funciéon 7 — hl. Q.E.D.

Podemos ofrecer una explicacién de este comportamiento de la siguiente manera.
Un incremento en el tipo del impuesto supone una disminucién proporcional de los
beneficios, y una empresa con aversion relativa al riesgo estrictamente decreciente
presenta mas aversion al riesgo ante disminuciones proporcionales de los beneficios.
La empresa tratard entonces de aumentar su beneficio seguro y renunciara a algin
beneficio esperado. Sib < u, lo consigue aumentando el nivel de cobertura; si b > p,
lo consigue disminuyendo el nivel de cobertura.

Finalmente, observemos que si la aversién relativa al riesgo de la empresa es
estrictamente creciente, entonces se tiene la tesis contraria a la de la proposicion 4.

5.- Estudio de un caso particular

En esta seccidn, estudiamos el caso particular de una empresa del tipo CARA (cons-
tant absolute risk aversion) para la cual la variable aleatoria precio sigue una dis-
tribucion normal. Mas en concreto, supongamos que la funcion de utilidad de la
empresa es: u(s) = —e~* donde a > 0, de forma que la empresa presenta aversion
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absoluta al riesgo constante e igual a a; y supongamos también que la variable alea-
toria P es una normal de media p y varianza o2. En este caso, se puede probar que
la utilidad esperada U(x, h) toma la forma:!!

Uz, h) = —exp[—a(,u(x —h)+bh — C(x) — M)},

—at

y la maximizacién de esta utilidad U(z,h) (dado que t — —e~ es estrictamente

creciente) es equivalente a la de:

ac?(x — h)?

pu(z —h)+bh — C(z) — 5

2)
Se puede comprobar ficilmente que esta funcién —en las variables (x, h)— es estric-
tamente céncava; un punto donde se anulen las derivadas parciales primeras corres-
pondientes sera, pues, maximo global de la funcién. A partir de las dos condiciones
necesarias de primer orden para este problema, sumando, se deduce la caracteri-
zacién C'(xz*) = b, como era de esperar; y, a partir de la condicién necesaria para la
variable h, se obtiene:

©w—>b

¥ —h' = o
ao

Esta ultima igualdad permite ejemplificar facilmente los resultados de la seccion 2.
Por ejemplo, si b < pu, entonces h* < x*, y si b > pu, entonces h* > z*; y si aumenta
la aversion al riesgo (es decir, si a crece), entonces h* se acerca a x*.

En este contexto particular, si se produce un aumento de los costes fijos del
valor original B a un nuevo valor B + « (con a > 0), la nueva funcién que hay que
maximizar es: u(x —h)+bh—C(z) —a—aoc*(x — h)?/2, que alcanza el méximo en el
mismo punto que la funcién de (2). Una variacién en los costes fijos no influye, pues,
ni siquiera en las decisiones de cobertura. Obviamente, no estamos en contradicciéon
con la proposicién 3, pues en ésta se exigia aversion absoluta al riesgo estrictamente
decreciente.

Por otra parte, si consideramos un impuesto proporcional sobre los beneficios a
un tipo 7, con 0 < 7 < 1, la maximizacién de la utilidad U, (x, h) resulta equivalente
a la de:

a(l —71)o%(x — h)?
2

pu(x —h)+bh — C(x) —

(que también resulta ser estrictamente céncava), y de la condicién necesaria de
primer orden para la variable h se obtiene:

©w—>b

v ac?(1 — )

Esta igualdad ilustra los resultados de la seccion 4. En efecto. Si el tipo impositivo
aumenta, entonces el nivel de cobertura 6ptimo se aleja del nivel de produccion

HTa demostracién de esta igualdad es sencilla pero engorrosa. Los autores estaran encantados
de hacerla llegar a quien la requiera.
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6ptimo; mds en concreto, si b < p (y por tanto: h* < x*), entonces h* disminuye;
y si b > u, entonces h* aumenta. Estas afirmaciones, que son justo las contrarias
de las aseveradas por la proposicién 4, son las que se satisfacen cuando la aversion
relativa al riesgo es estrictamente creciente (cf. observacién al final de la seccién 4).
Pero, por supuesto, una empresa con aversiéon absoluta al riesgo constante presenta
aversion relativa estrictamente creciente.

6.- Resumen

En este articulo, mostramos un modelo para estudiar el comportamiento de una
empresa competitiva que se enfrenta a incertidumbre en el precio al cual podra
vender su producto. La empresa debe decidir cudnto producir antes de saber el
precio de venta, pero puede reducir su incertidumbre operando en un mercado de
futuros que existe para el bien que produce. En un primer paso, mostramos las
propiedades mas basicas: caracterizacion de la produccién éptima, caracterizacion
de la inversién en el mercado de futuros segun la relacion entre el precio esperado y
el del futuro, y comportamiento ante variaciones en el riesgo.

En un segundo paso, nos centramos en el estudio de la influencia de una variacién
en los costes fijos, la cual sélo tiene efecto en las operaciones a futuro. Y, a con-
tinuacién, ampliamos el modelo introduciendo un impuesto proporcional sobre los
beneficios. Ello lleva a considerar un nuevo problema de decision, del cual estudia-
mos sus propiedades: mostramos que la produccién no varia por haber introducido
el impuesto, y que todavia es vélida la caracterizacion de las operaciones con futu-
ros en funciéon del precio del futuro y del precio esperado. Asimismo, estudiamos el
comportamiento de la empresa cuando varia el tipo del impuesto.

La metodologia empleada es totalmente distinta de la utilizada en HOLTHAU-
SEN (1979). Generalizamos la que LIPPMAN y MCCALL (1982) emplean para atacar
los problemas del articulo de SANDMO (1971).

Finalmente, estudiamos un ejemplo que puede resolverse con relativa facilidad:
consideramos una empresa con aversion absoluta al riesgo constante, y tal que para
ella la variable aleatoria precio se distribuye como una normal.

Apéndice

Hemos hecho uso del siguiente lema:'?

Lema. Sean ¢ y 1 dos funciones reales definidas sobre R tales que ¢ > 0 y ¢ es
estrictamente creciente. Si & = ¢ -1, y X es una variable aleatoria con varianza
positiva y tal que E[X 1(X)] es finita, entonces:

E[X E(X)] > ¢(0) E[X (X)],

v esta desigualdad se tiene en el otro sentido si ¢ is estrictamente decreciente.

12Este lema estd tomado de LIPPMAN y McCALL (1982): es un resultado parcial en la demos-
tracién de su teorema 2 en la seccién 5 (p. 252).
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Demostracién. Cuando ¢t < 0, se tiene: ¢(t) < ¢(0) (ya que ¢ es estrictamente
creciente), y por tanto:

to(t) (t) > to(0) ¥(t)

(va que ¥ > 0), pero esta desigualdad también se satisface cuando ¢ > 0. El
resultado se obtiene tras un sencillo calculo. Q.E.D.
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